Opcion A

Ejercicio n’ 1 de la opcién A del modelo 5 de 2005

Se sabe que la grafica de la funcion f: R - R definida por f (x)= x + ax+ bx + c es la que aparece en el dibujo.
(a) [1'25 puntos] Determina f.
(b) [1'25 puntos] Calcula el &rea de la regiébn sombreada.

=

De la gréfica de f (x)= x* + ax+ bx + ¢ observamos que f(-2) = 0, f(1) = 0, y que f tiene un minimoenx =1,y
como es derivable tenemos que f ‘(1) =0

f ()= x* + ax+ bx + ¢

f'(x)= x> + ax+ bx + ¢

Def‘(1l)=0,tenemos0=3+2a+b

Def(1)=0,tenemos0=1+a+b+c

Def(-2) =0,tenemos 0 =-8 +4a - 2b +c

Resolvemos el sistema siguiente para obtener los valores de a, by c

a+b+c=-1 a+b+c=-1 a+b+c=-1
2a+b=-3 22 + 13(-2) -b-2c=-1 -b-2c=-1
8+4a-2b+c=8 32 + 13(-4) -6b—-3c=12 32+ 2%-6) 9c =18

Dedondec=2,b=-3ya=0

Luego la funcion es f (x)= X2 -3x + 2
(b)
El area de la region sombreada es

) 1 x* 3x? ' 2
Area = j_z (¢*-3x+2)dx= Tt | FL(WA-32+42) - (4-6-4)]=27/4u
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Ejercicio n’ 2 de la opcién A del modelo 5 de 2005
2

Sea f la funcién definida para x # 2 por f (x) = (X —4x + 3)/(x = 2)
(a) [1 punto] Estudia y determina las asintotas de la grafica de f.
(b) [0’75 puntos] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f .
(c) [0'75 puntos] Calcula, si existen, el maximo y el minimo absolutos de f en el intervalo [0, 2) (puntos en los
gue se obtienen y valores que alcanza la funcion).
Solucidén
f(X)= (X*=4x +3)(x - 2)
(a)



Asintotas

o x?-4x+3 _ -1 . . -
Como lim R = o =- o0, larecta x = 2 es una asintota vertical (A.V.) de la gréfica de f
x- 2" X —
. x?P-4x+3 -1 .
lim ————— =— =+ o, para ver la posicion relativa.
X- 2 X=2 0
f(x) = (x2 —4x + 3) / (x — 2 tiene una asintota oblicua (A.O.) y =mx + n, y es la misma en +o y en - co por ser un
cociente de polinomios con el numerador un grado mas que el denominador.
2
. . —-4x+
m = ||m@: ||mw:l
X X xee X5 —2X

2— —"
n = lim (f(x) - x) = lim X ZAx*+3 ) im[ 22X 3 2
X >0 X > 00 X-2 X 00 X -2

La asintota oblicuaesy=mx+n=x-2
Como lim (f(x) - asintota) = 0", f(x) est& por debajo de la A.O.y =x -2 en +w

Como lim (f(x) - asintota) = 0", f(x) esta por encimadela AO.y=x-2en-w

(b)

Monotonia. Estudiamos la primera derivada f ‘(x)

f(X) = (C-4x+3)/ (x - 2)

fX) = [(2X - 4)(x — 2) — (xX* = 4x + 3)(1)] ]/ (x — 2)* = (X* — 4x + 5) [ (x — 1)?.

Resolviendo f ‘(x) = 0, tenemos X? — 4X + 5= 0, gue no tiene soluciones reales luego no tiene ni maximos ni
minimos relativos.

Como f (0) = 5/4 > 0, la funcién f(x) siempre es creciente.

(c)
Extremos absolutos en [0, 2)
. x*-4x+3 _ -1 X . ) L
Como I|m_—2 = o =+ oo, f(x) Nno esta acotada superiormente por y tanto no tiene maximo absoluto.
X— 2 X -

Recordamos que los extremos absolutos se podian alcanzar en los puntos donde la funcién no era continua, no
era derivable o en los extremos del intervalo [0, 2).

En nuestro caso la funcion f(x) es continua y derivable en x # 2, por tanto el Gnico punto que nos queda es x = 0.
En x = 0 tiene un minimo absoluto que vale f(0) = -3/2

Aunque no lo piden la grafica de la funcion y la de sus asintotas oblicua
6
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Ejercicio n’ 3 de la opcién A del modelo 5 de 2005
[2'5 puntos] Alvaro, Marta y Guillermo son tres hermanos. Alvaro dice a Marta: si te doy la quinta parte del
dinero que tengo, los tres hermanos tendremos la misma cantidad. Calcula lo que tiene cada uno si entre los
tres juntan 84 euros.

Solucién

Dinero de Alvaro = x
Dinero de Marta =y
Dinero de Guillermo = z
Los tres juntan 84 euros, se traduceenx +y +z =84

Alvaro dice a Marta: si te doy la quinta parte del dinero que tengo, los tres hermanos tendremos la misma
cantidad



Marta + 1/5 de Alvaro = Guillermo, se traduce eny + (1/5)x = z
Guillermo = Alvaro — 1/5 de Alvaro, se traduce en x - (1/5)x = z

Resolviendo el sistema
X+y+z=84
y+ (1/5)x =1z
X - (1/5)x = z. De aqui z = (4/5)x, con lo cual y = (3/5)x. Entrando en la primera obtenemos:
X + (3/5)x + (4/5)x = 84 de donde x = 35, y portantoy =21y z =28
Solucién
Dinero de Alvaro = x = 35 euros
Dinero de Marta =y = 21 euros
Dinero de Guillermo = z = 28 euros
Ejercicio n’ 4 de la opcién A del modelo 5 de 2005
Considera el punto A(0, — 3, 1), el plano t=2x-2y+3z=0ylarectar=x+3 =y = (z - 3)/2.
(a) [1 punto] Determina la ecuacién del plano que pasa por Ay contiene ar.
(b) [1'5 puntos] Determina la ecuacion de la recta que pasa por A, es paralelaa 1ty cortaa r.

Solucién
Punto A(0, - 3, 1), plano t=2x-2y +3z=0ylarectar =x+3 =y = (z - 3)/2.
(a)
Plano que pasa por Ay contiene a r.
/ A
;q/ B A" r

Como el plano 1T contiene a la rectar y al punto A, tomamos de la recta r el punto B y el vector v, el otro vector
serd BA.

B(-3, 0, 3)
v=(1,1,2)
BA =(3,-3,-2)
X+3 y z-
El plano es 10 = det (AX, v, BA) =| 1 1 2| =x+3)4) - (Y)(-8) + (z-3)(-6) =4x +8y — 62 +30 =0
3 3 -2
(b)

La ecuacion de la recta que pasa por A, es paralela a Tty corta ar, la vamos a dar como interseccion de dos
planos
El plano 1T que pasa por Ay contiene a r, que hemos calculado en el apartado (a), que es
4x+8y—-62+30=0
Y el plnao 1’ paralelo a Ttque pasa por A
El plano paralelo a tes 2x — 2y + 3z + K = 0. Como pasa por A, el punto cumple la ecuacién del plano, es decir
0-2(-3) +3(1) + K= 0, de donde K =-9. Luego el plano 1’ es 2x — 2y + 3z -9 =0, y la recta pedida es

4x+8y—-6z+30=0

2x-2y+3z-9=0

Opcion B

Ejercicio n’ 1 de la opcién B del modelo 5 de 2005
De la funcién f : (0, +«) - O definida por f (x) = (ax2 + b)/ X, se sabe que la recta tangente a su grafica en el
punto de abscisa x = 1 viene dada pory = - 2.
(a) [1'5 puntos] Calcula ay b.
(b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f .
Solucién

@)



f (x) = (ax* + b) / x, con recta tangente en x = 1 la recta 'y = -2

La recta tangente en x = 1 esy — f(1) = f ‘(1)(x — 1), por tanto la pendiente f ‘(1) =0y f(1) = -2
f(x) = (@x* + b) / x

f1(9) = [ (2ax)x - (@x + b)(1) ] / (%)

De f(1) = -2 tenemos -2 = (a + b)

Def‘(1)=0tenemos 0 == (2a)-(a+b)=a—b, de donde a = b, por tanto 2b = -2 y los valores pedidos son a
=b=-1

La funcién es f(x) = (- X* — 1)/x

(b)

Monotonia. Estudio de f ‘(x)

f(X) = (- x> = 1)ix

F00 = [(-2x )x - (- X7 - 1)(D)] / (x) = (X" + 1) 1 (<)

Los posibles méaximos o minimos relativos son las soluciones de f‘(x) = 0
f‘(x) = 0, de donde -x? + 1 = 0. Resolviéndolo se obtiene x = 1 y x=-1,
Como el dominio es (0, +«) solo tomo x = 1.

Como f'(0'1) = (-0'01 + 1) /(+) > 0, f(x) es estrictamente creciente en (0,1)
Como f'(2) = (-4 + 1)/(+) <0, f(X) es estrictamente decreciente en (1, + «)

Por definicion x = 1/5 es un maximo relativo que vale f(1) = -2
Ejercicio n’ 2 de la opcién B del modelo 5 de 2005
[2'5 puntos] Sea f: O - O la funcién definida por f(x) = xz.sen(2x). Calcula la primitiva de f cuya gréfica pasa por
el punto (0, 1).
Solucion
Primitiva de f(x) = xz.sen(2x) que pase por (0, 1)

F(x) = J x2.sen(2x)dx es una integral por partes

(Aplicamos judv =uv —I vdu)

Tomamos u = x y dv =sen(2x)dx, con lo cual du=2xdx y v= j sen(2x)dx = [- cos(2x)]/ (2)
F(x) = j x2.sen(2x)dx = (x%). [- cos(2xX)] / (2) + (1/2). j 2x.cos(2x)dx =

=-x’.cos(2x) / (2) + jx.cos(Zx)d ==-x%.cos(2x)/ (2) +]1

| = _[x.cos(Zx)dx vuelve a ser una integral pospartes

Tomamos u =x y dv =cos(2x)dx, conlocual du=dx y v= J cos(2x)dx = [sen(2x)]/ (2)

| = _[x.cos(Zx)dx =x.sen(2x)/ (2) - (1/2). Jsen(Zx)dx = =x.sen(2x) / (2) + cos(2x) / (4).

Por tanto F(x) = J x2.sen(2x)dx = - x%.cos(2x) / (2) +1=

=-x%.cos(2x) / (2) +x.sen(2x) / (2) + cos(2x) / (4) + K
Como F(0) =1, tenemos 1 =0+ 0 +cos(0)/ 4 + K=1/4 + K, de donde K = 3/4
Ejercicio n’ 3 de la opcién B del modelo 5 de 2005
Considera el sistema de ecuaciones
Xx+my+z=0
X+y+mz=2
mx+y+z=m
(a) [1 punto] ¢ Para qué valor de m el sistema tiene al menos dos soluciones?
(b) [1'5 puntos] ¢ Para qué valores de m el sistema admite solucién en la que x = 1?
Solucidén
X+my+z=0
X+y+mz=2
mx+y+z=m

@)



1 m 1 m 1 0
SeaA=|1 1 m/|lamatrizde los coeficientesy A" = 1 m 2 |lamatrizampliada.
m 1 1 m 1 1 m

Si el sistema tiene al menos dos soluciones nos dice que tiene infinitas soluciones, por lo tanto por el Teorema
de Rouche, rango(A) = rango(A ) < 3, luego el determinante de A tiene que ser cero.

1
1

1 m 1 1 m 1
[Al=|11 1 m = 1 1 m |= =
m 1 1|12+22+32 m+2 m+2 m+2 Saco fuera(m + 2)
1m 1 1 m 1
1-m m-
=(m+2).1 1 m22-2=(m+2)0 1-m m- :(m+2).(1).‘1 0 J‘ =
1 1 1|32-12 0 1I-m O m

= (m +2)(1 —m)?
Igualandolo a cero (2 + m)(1 — m)* = 0, de donde m = 1 (doble) ym =- 2. Portantoparam #1 y m #-2 el
sistema tiene solucion unica.

Lo estudiamos ahoraparam=1y m=-2

Sim=1
111 1110
La matriz de los coeficientes y la matriz ampliadason A= |1 1 1| yA'=|1 1 1 2]|.
111 1111
Vemos que rango(A) = 1
. 10 .
En A como ) =2-1=1#0,rango(A) = 2.
Como rango(A) =1 # rango(A*) = 2, el sistema no tiene solucion.
Sim=-2
1 -2 1 1 -2 1 0
La matriz de los coeficientes y la matriz ampliadasonA=| 1 1 -2|yA'=|1 1 -2 2
2 1 1 2 1 1 -2
-2
En A como 1‘ =1+2=3#0, rango(A) = 2.
1 -2 0 1 -2 0
EnA como |1 1 2|22+33=|-1 2 0| =(-2)(2-2)=0, rango(A) = 2.
-2 1 -2 -2 1 -2

Como rango(A) = rango(A") = 2, el sistema tiene infinitas soluciones, y por tanto dos como me pide el problema.
(b)

¢Para qué valores de m el sistema admite solucién en la que x = 1?
Six =1 el sistema es

l1+my+z=0

l+y+mz=2

m +y+z =m, es decir

my+z=-1
y+mz=1
y+z=0,



m 1 m 1 -1
SeaB=| 1 m|lamatrizde los coeficientesyB =| 1 m 1 |la matriz ampliada.
1 1 1 1 0

Como maximo rango(B) = 2, por tanto para que el sistema tenga solucion con x = 1. rango(B") = 2 con lo cual
det(B)=|B|=0

m 1 - m 1 -
detB)=|B|=|1 m 1|22+1=[1+m 1+m 0| =0, sea cual sea el valor de m, al tener dos filas

1 1 0 1 1 0

proporcionales.
Por tanto si x = 1 el sistema siempre tiene solucién sea cual sea el valor de m . (Excluimos por supuesto el
caso de m = 1, pues ya habiamos visto que en este caso el sistema original era incompatible).

Ejercicio n’ 4 de la opcién B del modelo 5 de 2005
X =1+t -
Se sabe que lasrectasr =y =-1-t y s = {X ytz=
6x+2z2=2
z=b+t

estan contenidas en un mismo plano.

(a) [1'25 puntos] Calcula b.
(b) [1'25 puntos] Halla la ecuacién del plano que contiene a las rectasry s.

Solucion
(a)
X =1+t
X-y+z=3 | . .
Lasrectasr =<y=-1-t y s = estan contenidas en un mismo plano
s =b+t 6Xx+22=2

Tomamos de cada recta un punto y un vector.
De r punto A(1, -1, b) y vector director u = (1, -1, 1)

De s punto B y vector director v

Para el punto Btomox=0conlocualz=1 e y=-2. Punto B0, -2, 1)

Como vector v tomo el producto vectorial de los vectores normales de cada uno de los planos que forman la
recta, el (1, -1, 1) y el (6, 0, 2).

— - —

i ] K
v=|1 -1 1] =i(-2)—j(-4) + k(6) = (-2, 4, 6)
6 0 2

Silas rectas ry s estan en el mismo plano, como sus vectores u y v directores no son proporcionales, tiene
gue ocurrir que det (AB, u,v) =0
AB =(-1,-1,1-b)
-1 -1 1-b -1 -1 1-b
det(AB,u,v)=1|1 -1 1| 22+ =0 -2 2-b|=
-2 4 6 [32+13(-2) |0 6 4+2b

-1 -1 1-b
-2 2-b
=10 -2 2-b|=(-) =(-1)(-8 - 4b -12 + 6b) = -2b + 20 = 0, de donde b =10.
6 4+2b
0 6 4+2b
X =1+t
Larectares <y =-1-t para que ambas rectas estén en el mismo plano
z=10+t
(b)

Ponemos ambas rectas en paramétricas con parametros distintos



X =1+t Xx=0-2m
r=sqy=-1-t y s =<y=-2+4m
z=10+t z=1+6m

El plano que contiene a las rectas ry s, como estan en el mismo plano tiene como punto el punto Q interseccion
de ambas rectas y como vectores el u de larectary el v de larecta s.

r
7@4

Para calcular el punto Q igualamos ambas rectas y resolvemos el sistema
X =X,Y =Y,z =2z Ennuestro caso

1+t=-2m
-1-t=-2+4m
10+t=1+6m

Resolvemos las dos primeras
1+t=-2m

-1-t=-2+ 4m; sumando
0=-2+2m,dedondem=1 vy t=-3

Veamos que verifica la tercera ecuacion
10 + (-3) =1 + 6(1), lo cual es cierto.

El punto Q interseccién es Q(-2(1), -2+ 4(1), 1 + 6(1) ) = Q(-2, 2, 7)

X+2 y-2 z-7
El plano pedido es det (QX, u,v)=| 1 -1 1=
-2 4 6
=(X+2)(-10) - (y-2)(8) + (z—7)(2) =-10x— 8y + 2z - 18 = 0.



